NOMBRES REELS ET FONCTIONS

R est un corps commutatif: addition, multiplication, commutatif,
associatif, élément neutre, inverse, distributivite.

Propriété d’Archiméde :
Soit a un réel positif ou nul, il existe un entier m tel que m>a.
Soit b un réel négatif ou nul, il existe un entier n tel que n<a.

Soit ¥ R, il existe un unique ki Z tel que k £ x < k+1. L’entier k
s’appelle la partie entiere de x et se note E(x).

A est majorée si " xI A, $MI R, x £ M. On dit que M est un
majorant de A et si M1 A, alors M est le maximum de A.

A est minorée si " xI A, $mi R, m £ x. On dit que m est un
minorant de A et siml A, alors m est le minimum de A.

f: U® V est une correspondance qui a tout élément de U (domaine de
définition) associe un seul élément de V (domaine valeur).

f est paire U fest centrée en 0 et f(-x) = f(x)
f estimpaire U fest centrée en 0 et f(-x) = - f(X)
f est T-périodique U il existe T>0 tel que f(x+T) = f(x)

fest croissante U x <y b f(x) £ f(y)
f est décroissante U x<y b f(x)3 f(y)

Une fonction qui reste (strictement) croissante ou décroissante sur un
intervalle est dite (strictement) monotone. Une fonction est constante
lorsqu’elle est a la fois croissante et décroissante sur un intervalle.
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f et g sont majorées (minorées) b f + g est majorée (minorée)
f3 0etg?3 O, fetgsont majorées b f.g est majorée
f est bornée (majorée et minorée) U |f| est majorée

g est majoré b gof est majoré
Fonctions usuelles : polynéme, trigonométriques, logarithme

népérien, exponentielle, puissance rationnelle et négative, partie
entiére, vale ur absolue.
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M- |9 £]x- ¥ |x-al£rU a- rExEa+r

LIMITE

limf(x)=¢ U "e>0, $a >0 tel que

X® ¥

Xt x et |x-x|<a P |f(x)-¢|<e

lim f(x)=¢ O "e>0, $r >ou< O tel que

X® +ou- ¥

X >ou<r b |f(x)-£|<e

limf(x)= +ou- ¥ U "A >ou< 0, $a >0 tel que

X® Xo

X1 X et |[x-x|<a P f(x) >ou< A

lim f(x)=+¥ U "A>0, $r >ou< O tel que

X® +ou- ¥

x>ou<r b f(x)>A

lim f(x)=-¥ 0O "A<O0 % >ou< O tel que

x>ou<r b f(x)<A
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limf(x)=¢ O |im(f (x)- g) =0 O lim|f(x)- g|:o : Soient P(x)=anX"+...+ap et Q(x)=bpx’+...+by des polyndmes
X® X% X® X% X® X%
. I . . i ¥ In>p
Si une limite existe en xy ou £¥ alors elle est unique en xp ou =¥ . ) . _ A(x) 1 i
an et by strictement positifs p Iérg B(x) =ia,/b,sin=p
On suppose lim f (x)=¢ et lim g(x) = (4 1 0 sin<p
X® ¥ X® Xg
lim f (X)+g(x):€+£¢ lim f (X)g(X):ffq . |im|0gar—lt,hmeZO croissances comparées |imM—
X® % X® % + polynome +* exponentielle
liml £ (x) =1 ¢ im0 =L g a0 | o | |
X® X X® % g(x) /¢ - L’existence de la limite implique I'égalité a gauche et a droite
On suppose lim f (x)=¢ et lim g(x) = +¥ IX!@rDOf(x):f U XI®|rX£1 f(x)=xl®|rX£1+f(x)=£
X® ¥ X® ¥
it¥ s />0
| ) | N SUITES
imf()+a(9 = Imf()g()=i-¥ s <0
1?7sl £=0
.1 . 1 . i ithméti =
lim — 0+ lim —+Y § /=0 etf (x)> 0 Suites arithmétiques U, =U, +r
% g(x) <% f (x) U,=U, +(n-p)r b U =U,+nr
Soient f et g des fonctions telles que f £ g n-SlU 0 n(n- 1) LU, +U_,
' = i = =nU,+ r=n ——=
IX|®rQ f(x)=1 et le(rDrQ g(x)=et b r(E£r¢ = 0 2 2
Théoréme des Gendarmes : soient f, g, h des fonctions : Suites geométriques Una =U,4
. Y _ . _ — n- p — n
o fEgEh et ngry! f (x)—lg@rgh(x) =/ P le®rr)1b f(x)=7¢ U,=U_+q"" b U =U, +q
fEgEh et limf(x)=+¢ b | =+¥ - :
° geh et on (%) o 9(x) qf -1 b (U,) n'a pas de limite et diverge de U,
C ost bornée et | o b lim o 0£|d <1 p (U,)converge vers U,
estbomée et Jmo(x)=0 P M T(x)ox)= g>1 b (U,)tendvers +¥
IX!DrQ f(x)=+¢ et limg(x)=¢ (x¥) p IXEBngof (x) =0 (x¥) I B U VPRV
i=0 ! 0 1_ q 1_ q
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U(n®@ ¢ U "e>0, $N>0, n>N b |U(n)-€|<e

Une suite peut étre :
0 convergente : limite finie et unique
o divergente : pas de limite ou limite infinie

U(n)® ¢ b U (n) estbornée

Suites extraites : soit (Un) une suite et g :N® N une fonction
strictement croissante. Vn=Ug(n) est une sous suite ou suite
extraite de (Un). Si (Un) converge vers ¢ alors (Vn) aussi.

Un® xp et f continue enxp b f(Un)® f(Xo)

Un® xp, VN® Xo, fUN)® |, f(VN)® I’ et L' P f n’a pas de limite
Propriété des segments emboités :
Soient deux suites (a,) croissante et (b,) décroissante avec a, £ by,

etlim (b,—a,) =0, alors (a,) et (bn) convergent vers la méme limite
¢ etan£ ¢ £ by Onditd’'(an) et de (bn) gu’elles sont adjacentes.

Soit f : ® R une fonction continue. Si (u,) définie par us1 = f(wy)
est convergente et si sa limite ¢/ appartiental, alors ¢ =f(¢).

CONTINUITE

o o

f est continue en xg

lim £ (x)=f (%) O lim f(x)=lim f(x)=f (%)

X® ¥ X® X - X® X+

"e>0, $a >0, |x- x|<a b |f(x)- f(x0)|<e

Toutes les fonctions usuelles citées au premier chapitre sont
continues sauf la fonction partie entiere (E).
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Les sommes, produits, quotients et composés de deux fonctions
continues, sous condition d’étre défini(e)s, sont continu(e)s.

Soientf: I® R etg:J® R des fonctions telles que (1) J
limf (x)=¢ et gcontinueen ¢ b limgof (x)=g(/)

X® % X® %

Les formes indeterminées se résolvent généralement par
factorisation du terme dominant ou tendant vers zéro.

¥0 ¥¥ 0° ¥¥ o0 ¥° 1¥
Fonctions lipschitzienne U $K >0 "xy |f (x)- f (y)|£K|x- Y|
Une fonction lipschitzienne est continue sur Df.

f : [a,b]® R continue
f(a).f(b) <0 b il existe ci [a,b] tel que f(c)=0

tout polyndme de degré impair admet
au moins une racine réelle.

Corrolaire :

Théoréeme des Valeurs Intermediaires :

f : [a,b]® R continue et f(a) < f(b)
Pour tout ki [f(a),f(b)], il existe cI [a,b] tel que f(c)=k

f : I® R est continue, | est un intervalle
P f(I) est un intervalle et f(I)=][inf(f),sup(f)][

f non majoré b sup(f)=+¥ f non minoré b inf(f)=-¥

f:[a,b]® R continue b fest borné (admet un max et min sur [a,b])
f:[a,b]® R continue et 7 ou ~ P f([a,b]) = [f(a),f(b)] ou [f(b),f(a)]
Si f est strictement monotone et continue, f[a,b] est une bijection.

f:I® (1) continue et bijective b :f(I)® | bijection réciproque
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DERIVABILITE
x® X X- %

Pour que f soit dérivable en X, il faut que les nombres dérivés a
gauche et a droite de X soient finis et égaux. La tangente au point
d'abscisse Xy a pour équation y=1"(X)(X- X) + F(X,)

Si f est dérivable en x alors elle est continue en xy. Toutes
les fonctions usuelles sont dérivables sur leurs domaines de
définition sauf les fonctions partie entiere et valeur absolue.

(u+ v)¢: uG+ va { u)¢: | ut (uv)¢: ud + uve
(|nu)¢:u_¢ é_t.)u::_ _¢ &!J;o(t: ug- uve
u guy U &v gy s
(e”)¢: ueY (Vou)¢= véou) ud (u“)¢: udu™* avecnl Q
(\/U)(t: % (cosu)®=- % (sinu)t= _C(qu:u
2
(tanu)¢: 12 :1+tan u
ulos” u u¢
(arccosx)®=- — (arcsinx)®= 1_1 = (arctan x)%= e
(ch x)¢=shx (sh x)¢: chx (thx)®= % =1- th® x
ch® x
f estbijectiveet f¢t 0 U f ' estdérivable et (f'l)q:zL
flg

Xo est un maximum ou minimum local de f s’il existe un intervalle
ouvert J de centre Xp tel que f(x) 3 f(x) ou f(x) £ f(xo) pour tout X J.

ANALYSE MI1

Xo extremum local et f dérivable en x p Xo point critique
U xo extremum local intérieur de f p U f'(x) =0

Théoreme de Rolle : soit f continue sur [a ;b] et dérivable sur ]a ;b[
avec f(a) = f(b) = 0 alors il existe un réel cl ]a ;b[ tel que f'(c) = 0.

Théoreme des Accroissements Finis : soit f continue sur [a ;b] et
dérivable sur ]a ;b[ alors il existe un réel cl Ja ;b[ tel que

fo(c) = f(b)- f(a)

- f
b- a

tangente parralele a (AB)

Soitf : I® R continue sur [a ;b] et dérivable sur ]Ja ;b[ alors :

o "xi I, f(x)3 0 b festcroissante sur |
o "xi I, f(X)£0 b festdécroissante sur |

Inégalités des Accroissements Finis :
soit f continue sur [a ;b] et dérivable sur ]Ja ;b[ alors

o m£E£fYx) £EK p m(b-a) £f(b)- f(a) £M(b-a)
o [f{x)| £K P [f(b)- f(a) £ M|b- 4

Reégle de I'Hospital :

SN—

Iimf(x) = Iimg(x) =0 et ”mf@(x):g b Iimf(x

X® % X® X X® X gff(x) X® X g(x) =1

fest convexe U son graphe se situe au dessus de ses tangentes
O "abl I,"t1[0;1], f(ta+(1-t)b) £ tf (a)+(L-t) f(b)
vabl 1,7t (01, a<b, f(x)E T (a)+(x a) L2 (&)

b-a
O "abiI,a<b, fm(a)gwgfqb) O f'x)30

([an)
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f est concave lorsque - f est convexe.

Soit Xp un point critique de falors on a:

o0 f"(x)>0P Xxpestun minimum local
0 f"(x)<0P X estun maximum local
o f"(x)=0P Xgestun point d’inflexion

... Je n'ai pas encore tapé le chapitre sur les fonctions usuelles : In,
exp, trigo, trigo réciproques, trigo hyperboliques... débrouillez-vous !
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